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Resumo

Risco de crédito representa uma dimensdao importante de risco a
ser considerada por bancos quando realizam empréstimos. Em particu-
lar, em mercados emergentes as taxas de inadimpléncia em produtos de
empréstimos bancdrios sdo muito altas, demandando maior cuidado com
relacdo ao gerenciamento deste risco. Usualmente o risco de crédito de
carteiras que envolvem empréstimos é obtido a partir de simulacoes de
Monte Carlo de alto custo computacional que consideram diferentes fa-
tores estocdsticos relacionados a incerteza dos pagamentos dos passivos
associados aos devedores. Neste trabalho, sob determinadas hipdteses,
nés derivamos férmulas fechadas para as distribuigoes de probabilidades
das taxas de inadimpléncia de produtos bancarios envolvendo um ntimero
grande de clientes. O conhecimento de tais distribui¢cbes nos permite cal-
cular com facilidade o risco de crédito associado a cada produto oferecido
pelo banco. Adicionalmente, a partir destas distribuigdes, utilizando como
medida de retorno o Retorno Total, e como medida de risco o conceito de
Perda Méxima, resolvemos o problema de obtencdo de carteiras 6timas
envolvendo risco de crédito.
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Abstract

Credit Risk is an important dimension to be considered in the risk
management procedures of financial institutions. It is particularly use-
ful in emerging markets where default rates on bank loan products are
usually high. It is usually calculated through highly costly Monte Carlo
simulations which consider different stochastic factors driving the uncer-
tainty associated to the borrowers’ liabilities. In this paper, under some
restrictions, we derive closed form formulas for the probability distribu-
tions of default rates of bank loans products involving a big number of
clients. This allows us to quickly obtain the credit risk of such products.
Moreover, using these probability distributions, we solve the problem of
optimal portfolio allocation under default risk.

1. Introducao.

Risco de crédito é provavelmente o risco mais antigo que
os bancos conhecem e procuram gerenciar. Todavia, apenas
recentemente ele foi entendido em nivel de portfolio. Credit-
Metrics do JP Morgan e CreditRisk+ do CSFB estao entre os
modelos mais populares desenvolvidos nos tltimos anos para
analisar o risco de crédito de forma agregada.

Estes modelos tém limitacoes quando aplicados a alguns
produtos bancarios, especialmente em mercados emergentes.
Por exemplo, CreditRisk+ tem como hipdtese basica que o
nimero de inadimpléncias pode ser aproximada por uma dis-
tribuicao de Poisson. Esta aproximacao é razoavel quando a
probabilidade de inadimpléncia de cada individuo é pequena,
digamos menos que 5%. Os sistemas financeiros de mercados
emergentes tém atividades tais como crédito ao consumidor,
leasing e cartao de crédito com taxas de inadimpléncia que
freqiientemente excedem 10%. Nestas situagoes nao é razodvel
assumir esta hipétese chave. Por outro lado, CreditMetrics
utiliza simulacao de Monte Carlo sempre que existe correlacao
entre os riscos de inadimpléncia de dois ou mais devedores. O
risco de crédito dos produtos bancarios mencionados acima tem
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alta correlagao devido a fatores macroeconoémicos tais como de-
semprego, demanda agregada, etc. A dimensao da simulacao
de Monte Carlo é igual ao nimero de clientes, o que é muito
alto para ser factivel.

A metodologia desenvolvida neste trabalho supera estas
limitacoes. Derivamos férmulas analiticas para a distribuicao
de probabilidade das taxas de inadimpléncia de um tnico pro-
duto bancario quando existe um nimero muito grande de pe-
quenos clientes. Conseqiientemente, a simulagao de Monte
Carlo de alta dimensao é evitada e o risco de crédito agregado
pode ser explicitamente computado.

Quando agregamos o risco de crédito de varios produ-
tos bancarios diferentes, é melhor trabalhar com um conceito
de risco alternativo ao ja consagrado Valor a Risco (VAR),
chamado de Perda Méxima (PM). A metodologia PM foi re-
centemente desenvolvida e tem interesses e vantagens préprias.
Basicamente, esta metodologia determina a perda maxima que
um portfélio pode ter quando o fator de risco é limitado a um
conjunto com probabilidade igual a 99%. Quando os retornos
sao lineares no fator de risco, as metodologias PM e VAR coinci-
dem. O leitor interessado é remetido a Studer (1995) para uma
descricao detalhada e o desenvolvimento completo da metodolo-
gia PM.

Para o nosso problema em questao, PM é melhor do que
VAR porque, como serda demonstrado, a distribuigao de proba-
bilidade dos retornos do portfdlio agregado apresenta assime-
tria, cauda grossa e é multi modal. Portanto, a volatilidade
nao sera necessariamente uma boa medida de risco e, para
o computo do VAR, seria necessario recorrer a simulagao de
Monte Carlo, com todo o custo computacional associado. Por
outro lado, PM é um programa de otimizagao que possui algo-
ritmos para solucao numérica eficiente e acurada.

Além disso, o VAR calculado por simulagao de Monte Carlo

Revista Brasileira de Finangas 1 (2) Dezembro 2003 3



Alocagao de Carteiras Sujeitas a Risco de Crédito

se presta apenas a solucoes numéricas. Por outro lado, o con-
ceito PM de risco nos fornece condigoes de primeira ordem e
de envelope que permitem demonstrar muitas propriedades e
resultados qualitativos para a fronteira de portfélios étimos.
Como resultado, veremos que os portfélios 6timos do problema
em questao compartilham vérias (mas nao todas) propriedades
importantes dos portfélios 6timos da otimizagao classica média-
variancia de Markowitz.

Por fim, desenvolvemos uma versao de CAPM para
portfélios de crédito. Com isso, obtemos implicagoes empiri-
camente testaveis para o nosso modelo. Todavia, postergamos
um efetivo teste econométrico para futuras extensoes do tra-
balho. Em primeiro lugar porque é notéria a dificuldade de
obter bancos de dados de qualidade com informacgoes agre-
gadas para ativos de crédito. Em segundo lugar, a implicacao
econométrica que obtemos é bastante simpldria e passivel dos
mesmos problemas conceituais e dificuldades econométricas as-
sociados aos testes tradicionais de CAPM. Existe toda uma ex-
tensa literatura destinada a contornar estes problemas e aper-
feicoar os testes empiricos de CAPM - ver por exemplo Blume
e Friend (1973), Fama e MacBeth (1972, 1973) e Black, Jensen
e Scholes (1972), além de outros. E certo que uma boa parte
desta literatura ache aplicacao e paralelo em aplicagoes futuras
deste nosso trabalho. Neste artigo, pretendemos apenas iniciar
o potencialmente longo e detalhado tema dos testes empiricos.

A Secao 2 apresenta o modelo envolvendo um tunico pro-
duto de empréstimo bancario, onde a distribuicao de probabi-
lidades da taxa de inadimpléncia neste produto é obtida sob
a hipdtese de que a inadimpléncia de cada cliente apresenta
pequena influéncia sobre a taxa de inadimpléncia final do pro-
duto. Ja a Secao 3, generaliza o problema considerando diferen-
tes produtos bancarios e formulando o problema de otimizacao
de carteiras do ponto de vista do banqueiro, que gostaria de
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identificar a fronteira eficiente dos produtos que estao sendo
oferecidos por seu banco. A secao 4 apresenta a solucao do
problema de otimizacao proposto na se¢ao anterior. A secao 5
resolve novamente o problema de obtencao da carteira 6tima
considerando na otimizagao o ativo livre de risco. A secao 6
apresenta consideracoes econométricas descritas no paragrafo
anterior. E por tltimo, a secao 7 apresenta comentarios e con-
clusoes. Os apéndices apresentam as contas e demonstracoes
de resultados discutidos ao longo do texto.

2. 2. O modelo para um tnico produto bancario.

Neste trabalho serd analisado somente o risco de crédito
de produtos bancarios onde hd um nuimero muito grande
de pequenas exposicoes individuais. A inadimpléncia de um
unico cliente é irrelevante para o retorno do portfélio. Con-
seqilentemente, a tunica varivel aleatéria importante é a taxa
de inadimpléncia de cada produto. Inicialmente analisaremos
a taxa de inadimpléncia de uma tunica atividade bancaria, di-
gamos crédito ao consumidor. Posteriormente passaremos a
analise do risco de crédito combinado de muiltiplas atividades.

Seja X; a variavel aleatoria que reflete a solidez econémica
do cliente 7. Suponha

i) X, depende linearmente de um choque macroeconémico Z
(por exemplo desemprego) e um especifico €;, com pesos
independentes do cliente. Isto é, X; = a.Z + be;,

ii) {Z (€i)i—1 o } sao independentes e tém distribuigao nor-
mal com média zero e variancia igual a 1,

iii) X; tem distribui¢do normalizada. Isto é, a® + b* = 1,
iv) a correlagao entre o risco de crédito de dois clientes quais-

quer é p. Isto , Corr (X;, X;) = a® = p.
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Com estas hipoteses X; tém distribui¢cao normal padrao e
podemos escrever

Xi =\/pZ + /1= pes. (1)

A inadimpléncia do cliente ¢ ocorre quando X; < T, para
um certo nivel critico . Como o nivel critico é o mesmo para
todos os clientes, estamos implicitamente assumindo que todos
eles tém o mesmo perfil de risco. Nao sendo este o caso, pode-
mos agrupar os individuos em grupos diferentes sendo cada
grupo composto de clientes com perfis de risco homogéneos. O
processo de agregar o risco de crédito de cada grupo diferente é
virtualmente idéntico ao processo de agregar o risco de crédito
de produtos diferentes, o que sera detalhado mais adiante.

O valor de T é obtido resolvendo a equagao ®(ZT) = pq.
Onde ®(.) é a fungdo de probabilidade acumulada da dis-
tribuicao normal padronizada e pg; é a probabilidade de um
cliente individual inadimplir, que deve ser estimada utilizando
modelos de credit score ou taxas histéricas de inadimpléncia.

Defina Y,, como sendo a taxa amostral de inadimpléncia,
isto é

X[X:<7] T X[X2<7] + - - - X[X,, <7]

Y, = , onde

I (2)
1 i Xix, <3
XIXi<z) =\ 0 if X(x,>7]

Caso o inadimplemento individual de qualquer cliente
tenha impacto relevante sobre o retorno do portfélio, como é
normalmente o caso de portfélios de empréstimos corporativos,
entao se faz mister a utilizagado de simulacao de Monte Carlo
n-dimensional. Isto é uma versao simplificada da metodolo-
gia CreditMetrics do JP Morgan. Porém, quando ha muitos
clientes (n é muito grande) isto é claramente infactivel.
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Agora, n costuma ser muito grande apenas para produ-
tos bancarios onde o inadimplemento individual é irrelevante.
Neste caso a Unica varidvel aleatéria importante é Y, a taxa
populacional de inadimpléncia, definida como o limite em dis-

tribuicao, quando o numero de clientes vai para infinito, de
Y.

No caso de correlagao zero, é 6bvio, pela lei dos grandes
nimeros (Shiryaev [1996] - pdgina 325), que este limite é a
constante py. Neste caso, nao haveria nenhum risco nesta ativi-
dade bancaria. Quando hé correlagao positiva, a lei dos grandes
nimeros nao pode ser invocada, Y, nao converge para um limite
fixo, Y tem uma distribuicao de probabilidade nao degenerada,
e ha risco nesta atividade bancéaria. No apéndice I demonstra-
mos o seguinte resultado.

Teorema 1:

Ynng¢)<m), (3)

L—p

onde 2 denota convergéncia em distribuicao e ®(.) é a fungao
de probabilidade acumulada da distribuicao normal padrao.

Observe que para p = 0, a proposicao 1 implica que Y
tem distribui¢ao degenerada com toda a massa concentrada em
Y = ®(T) = pg, em linha com o argumento da lei dos grandes
nimeros utilizado ha pouco.

No outro extremo, em caso de correlagao perfeita (p = 1) a
carteira se comporta como se fosse um tnico cliente. Neste caso
apenas duas situacoes sao possiveis: ou todos os clientes se tor-
nam inadimplentes ou todos honram suas dividas. Observando
a equacao (3) é facil ver que uma fragao ®(x) da massa estd
concentrada em Y = 1 e uma fracdo 1 — ®(T) estd concentrada
em Y = 0.

Supondo uma taxa média de inadimpléncia ®(Z) = 12%,
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as distribuicoes de probabilidade para valores intermediarios
= 0.1 e p = 0.9 estao grafadas abaixo.

Grafico 1. Distribuicao das taxas de inadimpléncia para
diferentes valores de auto-correlagao p.

O valor esperado de Y é ®(), independentemente do valor
da correlagao®. Observe no grafico que quanto maior a cor-
relagao, maior a dispersao da massa ao redor da média, o que
gera mais risco. Assumindo uma taxa de recuperacao de R, um
spread S e uma taxa de juros sem risco de r, o retorno W desta
classe de ativos é

W=1-Y)(1+r+S)+YR-1=r+S—-(14+r+S—-R)Y
(4)

3 o . U .
O leitor é remetido ao Apéndice II onde calculamos o momento de ordem n da variavel

aleatéria Y.
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No apéndice III, computamos o VAR ao nivel de a% de
confianca de um unico produto bancario, assumindo duas dis-
tribuicoes limites diferentes para a taxa de inadimpléncia:

i) Na primeira suponha Y distribuido de acordo com a
equagao (3), com o fator macroeconéomico Z tendo dis-
tribuicao normal padrao. Esta distribuicao para Y nos
fornece um VAR com nivel de confianca de 1% dado por

VARL% = (R— S —r—1) (@ (%) - @(z)) + S+
(5)

ii) Na segunda, aproxime Y pela distribuicdo normal cujos
primeiro e segundo momentos sejam iguais aos respectivos
momentos da distribuigdo dada por (3). Neste caso teremos
um risco de (ver apéndice III).

Normal VAR1% =(R—S —r—1).

6
((b(f) +2.32y/6 (7,7, p) — ¢(f)2) + S+, (6)

onde ¢(.) é a fungao de densidade da destrui¢ao normal padrao e
o2(., ., p) a funcao de densidade da destruigao normal bivariada
padrao com correlagao p.

VaR1% _
NormalVaR1%’ para R=0e

diferentes valores de p e ®(Z). Pela tabela vemos que o erro in-

A Tabela 1 mostra a razao

corrido utilizando a aproximagao normal pode assumir valores
consideraveis.
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Tabela 1. Razao VAR/NormalVAR
para diferentes auto-correlagoes

Razao
P o(T) = 5% o(T)=12% P(T) = 20%
0.1 1.4681 1.3250 1.2191
0.3 1.9654 1.5210 1.3224
0.5 2.1663 1.6227 1.3304
0.7 2.1663 1.6311 1.2389
0.9 2.2883 1.4285 1.0372

Obviamente qualquer tentativa futura de aplicacao
econométrica deste modelo requer uma estimacao de parametro
p. Isto pode ser obtido construindo um modelo de Credit Score,
efetuando uma regressao Probit e incluindo entre os regres-
sores uma variavel macroeconémica normalizada. Pela equacao
(1) o coeficiente associado a este regressor macroeconémico é
—/P//IT—p. Com esta informagao podemos inferir uma esti-
mativa para p.

No mundo real nao ha portfélios com um nimero infinito
de clientes com o mesmo perfil de risco e as inadimpléncias
individuais nao sao completamente irrelevantes. Portanto, ¢é
razoavel perguntar quantos individuos o portfélio deve ter
para a aproximacao pelo limite fazer sentido. Usando a Lei
dos Grandes Desvios demonstramos no apéndice I um resultado
mais forte que o Teorema 1.

Teorema 2: Y, Ly =09 (E\/l—vppz) com uma taxa de con-

vergéncia exponencial.

onde = denota convergéncia em probabilidade (que implica
convergéncia em distribuicao).

Na pratica, um portfélio com 1000 individuos, todos com
exposicao individual menor do que 0.5% da exposicao total,
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tem probabilidade virtualmente igual a zero de assumir valores
diferentes da distribuicao limite.

3. 3. Portfélios com miiltiplos produtos.

Para analisar portfélios com multiplos produtos, simples-
mente considere shocks macroeconomicos correlacionados afe-
tando diferentes produtos. Por exemplo, com dois produtos
diferentes rotulados 1 e 2, defina

X} =/piZ' + /1 - pizi,
X7 = /p2Z® + /1 — pagy,

onde assumimos que os fatores de risco macroeconémicos Z*!
e Z? tém correlacdo pio. Assim, como na secdo anterior, os
parametros p; e p2 sao as correlagoes dentro de cada produto.

A hipétese de irrelevancia de exposicoes individuais serd
observada na situacao onde um mesmo individuo se torna
inadimplente em multiplos produtos simultaneamente.

Defina Y!,Y? como as taxas populacionais de
inadimpléncias de cada produto. Do Teorema 1 temos

y1:q><M) ey2:¢(M)
\/1—,01 \/1—p2 ’

1 2

onde niveis criticos T- e T
@(El) = p}i e @(Ez) = pfl.

Suponha que sejam alocadas as quantidades de recursos a;y

sao obtidos invertendo as equagoes

e ap para os produtos 1 e 2, respectivamente. Assim, o retorno
total (RT) é dado por
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RT (a1, a9,2",Z?) =a1<r+51—(1+7“+51—R1)<I>

51 - \/P_lZl
(25
(7)

+042<T+82—(1+T+SQ—R2)(I)

EQ - \/p_2Z2
)

Simulacao de Monte Carlo pode ser usada para calcular o
VAR deste portfélio. Por exemplo, suponha 2 produtos semel-
hantes com Ry = Ry = 0, S1 = Sy = 15%, ®(T1) = ®(72) =
12%, p1 = p2 = 0.1. A tabela 2 mostra o VAR 1% para valores
diferentes de p12 e @3 = 1 — as. Os beneficios da diversi-
ficacao sao substanciais. O portfélio 6timo para este exemplo
é obviamente a1 = as = 1/2, porque os ativos tém a mesmas
caracteristicas.

Tabela 2. VAR1% para 2 ativos semelhantes
e para diferentes niveis de correlagao entre produtos.

P12
o1 0.9 0.5 0.1
0 0.205 0.205 0.205
0.25 0.198 0.177 0.158
0.5 0.191 0.165 0.141

No caso em que os ativos tém caracteristicas diferentes, o
portfélio 6timo é obtido minimizando o risco sujeito a um re-
torno esperado pré-determinado. A otimizacao é infactivel se o
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risco for computado por simulagao de Monte Carlo. Por outro
lado, conforme demonstramos na Tabela 1, VAR ou volatilidade
nao é uma aproximacao razoavel para o risco destes portfolios
de crédito. Porém, no caso desta aproximacao ser levada adi-
ante, a analise de média-variancia necessitaria do calculo das
covariancias. Um pouco de algebra mostra que

Cov (Y1, Y?) =@, (T, 7%, p1av/pip2) — (T").0(°)

onde ®; (x,y, p) é a funcdo de probabilidade acumulada da dis-
tribuicao normal padrao bivariada com correlacao p.

Ao invés de recorrer a esta aproximacao grosseira, é conve-
niente usar um conceito de risco alternativo ao VAR chamado
de Perda Maxima (PM). A metodologia PM determina a perda
maxima que um portfélio pode ter quando os fatores de risco
(neste caso Z = [Z1, Z»]') estao confinados a um conjunto © de
probabilidade 99%.

Esta metodologia alterna de calculo de risco foi detalhada-
mente estudada em Studer (1995). Este autor demonstra que
as metodologias PM e VAR coincidem quando os fatores de
risco tém distribuicdo normal e a fungao retorno total (RT) é
linear em z.

Em seu artigo, Studer utiliza PM para calcular o risco de
portfolios de opgoes e outros ativos nao lineares. Para estes
portfolios, é notoria a imprecisao de calcular o risco através
da metodologia VAR. Nestes casos, a metodologia PM é uma
conveniente alternativa.

Dado a 6bvia nao linearidade (em z) da nossa fungao RT,
é natural a opcao de calcular o risco utilizando PM. Matemati-
camente temos o seguinte programa de otimizacao
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PM (o, a3) = min RT (al,ag,zl,zQ)

s.a. [Zl,ZQ} €0, (P1)
e Prob () = 99%

Como Z = [Zy,7Z,] tém distribuicdo normal bivariada,
. AL oA 1 ~
com matriz de variancia-covariancia [ p P 12 } , entao tem
12

distribuicao Chi-quadrada com 2 graus de liberdade. Assim,
podemos escolher o conjunto © = {z € R%|z Zfl z < Xl%}7

onde x19 é o quantil 1% desta distribuicao Chi-quadrada. O
programa (P1) se transforma em

PM(a) = min RT (v, 2)
L (P1)
s.t.2 Zz < x1%

A generalizagao de (7) e (P1’) é 6bvia para o caso onde
temos n ativos ou produtos bancarios. Basta utilizar x;9, como
o quantil 1% da distribuicao Chi-quadrada com n graus de
liberdade e ) a matriz n x n de variancia-covarincia dos dife-
rentes produtos.

Finalmente, o portfélio 6timo com retorno esperado u é
obtido resolvendo o programa

Risco(p) = main —PM(«)
s.t.Zai (7’+Si —(14+r+S5; —Ri)CI)(fi)) =i
ZOéi =1
Z (P2)
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O resultado que segue garante que as condi¢oes de primeira
ordem (C.P.0O.) de (P2) sdo necessarias e suficientes para car-
acterizar a solugao étima.

lema: A fungdo PM(.) é concava.

4. 4. Resolvendo o programa de otimizacao.

O programa (P2) é mais simples do que parece. Apesar da
prépria fungao objetiva a ser minimizada ser a solucao de outra
otimizagao (a solucao de (P1’)), a solugao pode ser simplificada
utilizando as C.P.O. e o Teorema do Envelope.

As C.P.O. de (P2) sao

PMai ZAM (T—I—SZ'— (1+T+SZ—RZ)(I)(E))+)\1,
para cada ativo i.
onde A\, e A1 sao os multiplicadores de Lagrange da restricao
de retorno esperado e da restricao que limita o somatorio das

variaveis em 1. Pelo Teorema do Envelope, a otimizacao (P1)
nos fornece

T — /piz'
PMy, = (r+ S —(1+r+8 —R; @(—)).
( ( ) V1I—pi

Conseqiientemente obtemos

T+S —)\ (T’—FSZ—(I—FT’—FSZ—RO@(f))—)q)
14+r+5;, — R;

= i (Aus A1)
(8)
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As C.P.O. de (P1’) sao

—1

pi_ (T —/piz' /
i- (1 i — 1 =-A E ;
a;.(1+r+ S, — R;) 1—Pz‘¢< Nie=rn ) pi€; » 2

onde Ap; > 0 é o multiplicador de Kuhn-Tucker da restricao
em (P1’), ¢(.) é a funcdo de densidade da distribuigdo normal
padrao e e; é o vetor candnico n-dimensional. Utilizando a
equagao anterior podemos escrever

622_1h()‘u’)‘1)
4 Tt /prhi (A, A
(14+r+S;—R) 1f;l¢( o “) (9)

V1=pi
= —-Ap1gi (Au, A1) -

o; = Ap1

Substituindo (8) na equagao de restrigao do programa (P1’)
obtemos

-1
fr Qs An) = h (A M) D DR M) < xage (10)

Porém, a inequagao (10) é, na verdade, uma equacao. Caso
contrario terfamos Ap; = 0 e, por (9), ; = 0 para todo i. Isto
¢ um absurdo visto que ) . a; = 1. Portanto,

—1

A O = A0 A A A) =g (10)

Substituindo (9) na restrigao de (P2) obtemos
—Ap1. Zgi (Ap, A1) =1, (11)
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—Ap1. Zgi ()\H, )\1) . (T’ +.5; — (1 +r+.5; — Rz) . (fz)) = L.
%

(12)

Finalmente, dividindo (12) por (11) para cancelar Apq,
obtemos a equagao

fa(Au A1) = > i 9i (Aus A1)

I
¥

(13)

Os valores A\, e A; sao obtidos resolvendo o sistema 2 x 2

de equagoes nao lineares (10°) e (13). Dal a equacao (11) nos

fornece Ap;. Das equagoes (8) e (9) obtemos as solugoes de
(P1’) e (P2)*. Consegéntemente,

Independentemente do mniumero de ativos ou produtos
bancdrios, o problema numérico é reduzido a soluctonar um
sistema de 2 varidveis e 2 equacoes nao lineares.

O grafico 2 mostra um exemplo numérico. Grafando os
valores Risk(p) contra p sugere que a fronteira étima da nossa
otimizagao tem formato semelhante ao da fronteira 6tima do
programa classico de média-variancia de Markowitz. De fato,
pode-se demonstrar que a fronteira étima da nossa otimizacao
compartilha de varias propriedades obtidas no modelo de
Markowitz:

Proposicao 1:

i) A funcdo Risco(u) é convexa.

4 - < o -

Como RT nao é convexa em z, as C.P.O. de (P1’) ndo sdo, a principio, necessérias e
suficientes para caracterizar o 6timo. O argumento do texto ainda assim funciona porque
a fungéo RT é linear em « e, por aplicagdo do Teorema do Envelope, a equagao (8) fornece

um tnico valor de z*.
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ii) Existe um portfélio de risco minimo e um nivel de retorno
esperado associado 71 tal que ({)R%Zo(“) >0 .u>T0

iii) O gréfico Risco(u) tem assintotas quando p — 400.

Grafico 2 - Exemplo numérico.

U(T!) = 8%, Ret.Esp; = 32.8%
(72 10%, Ret.Espy = 35.5%
S3 =25%, Rz =20%, P3=9( 10%, Ret.Esps = 32.5%
Sy =30%, Ry=30%, P}=9(z*)=12%, Ret.Esp, = 35.6%
S5 = 18%, Ry =40%, P} = ¥(z°) = 10%, Ret.Esps = 28.2%

p1 =0.9, po =0.8, p3 = 0.6, py = 0.5, p5s =0.45

S]_ = 20%, Rl = 50%7 Pc% —
Sy = 2%, Ry = 50%, P? =

)
)
%)
)

| 8 8 8 &8

1 02 03 03 03

02 1 05 04 03
=103 05 1 02 02]|r=20%

03 04 02 1 0.15

0.3 03 02 015 1

Porém, nossos portfélios 6timos nao compartilham de uma
importante propriedade do modelo de Markowitz. Como é
bem sabido, o conjunto de portfélios 6timos de média-variancia
de Markowitz é fechado para combinagoes lineares. Esta pro-
priedade nao é obtida aqui. Os exemplos numéricos do grafico
2 nos fornecem os seguintes portfélios étimos o*

1= 32% — a*(32%) = [10.6%, 18.8%, 7.5%, 21.9%, 41.2%]
1= 33% — a*(33%) = [9.2%, 38.2%, 5.4%, 18.3%, 28.9%]
1= 32.5% — a*(32.5%) = [10.2%, 27.8%, 6.5%, 18.3%, 28.9%)]

E facil ver que o portfdlio 10 (32%) + 2a*(33%) tem re-
torno esperado 32.5%. Porém, o portfélio 6timo para este
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retorno esperado é a*(32.5%), que é diferente do portfélio
30 (32%) + 2a*(33%). Portanto, esta combinacao linear nao
é um portfélio sub-6timo e nao estd na fronteira eficiente.

Recordando resultados bem conhecidos do modelo de
Markowitz - ver Huang e Litzemberg (1988) - lembramos que
esta importante propriedade (combinagoes lineares de portfélio
6timo sao portfélios 6timos) implica 1) o portfélio de mercado
estd na fronteira 6tima e 2) CAPM. Estas duas importantes
implicacoes sao as mais freqiientemente utilizadas para testar
empiricamente o modelo de Markowitz.

Contudo, ao contrario dos portfélios étimos de (P2), in-
troduzindo um ativo sem risco na otimizacao restaura esta
importante propriedade e abre caminho para possiveis testes
econométricos.

5. Ativo sem risco.

Se incluirmos um ativo sem risco com retorno r, o programa
(P2) se torna

Risco” (i) = min, —PM"(«)

s.t. Zai(r—ksi—(1+T+SZ-—RZ-)<I>(Ei))+ (1 — Za,) T=p

(P2)
onde PM"(«) é a solucao de (P1") com RT (a, Z) substituido
por RT" (o, Z) + (1 =), a;) 1.

Outro resultado importante obtido no ambiente de Markowitz
¢é replicado aqui.

Proposigao 2: O grafico Risco”(u) é uma reta tangente a
Risco(p) e o portflio 6timo é uma combinacao linear do
portfélio tangente e o ativo sem risco.
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Portanto, diferente do problema (P2), a combinagao linear
de portfélios 6timos de (P2') é também um portfélio 6timo.
Portanto, o portfolio de mercado esta na fronteira 6tima. Uti-
lizaremos este fato para desenvolver implicacées que podem ser
testadas econometricamente.

6. 6. Consideragoes Econométricas.

Seja 7; o retorno do ativo j e 7j; o retorno do portfélio
de mercado. O modelo de média-variancia de Markowitz tem
CAPM como a mais importante implicagao do ponto de vista
econométrico. Na sua forma mais simples CAPM-Markowitz
afirma que

E(?z]) —?“ZﬁjM [E(?ZM) —T], (14)
onde (Bjy = %j‘rkom’fz = %@fﬂ%) é o “beta” do ativo j,

cuja forma funcional é especifica do modelo de Markowitz e
suas hipoteses - com destaque para a hipétese de que os ativos
tém distribuicao normal.

O modelo CAPM, sintetizado na férmula (14), é também
obtido através de condicoes de equilibrio de economias com
agente representativo (ver Duffie (2001)). Neste caso a forma

funcional de “beta” & ﬁ]Eq“MbMO = %, onde M ¢é
a riqueza agregada do mercado e u/(.) a utilidade marginal do
agente representativo. Sob as hipéteses de distribuicao normal
dos ativos e de a riqueza agregada ser igual ao portfdlio de

] ) N :
mercado, é possfvel reconciliar (3; AT = %j"’kow”z.

Nosso modelo de otimizacao de risco de crédito agregado
também tem como implicagdo a equagao (14). E, de forma
andloga, nossa versao do CAPM possui uma forma funcional
especifica para o “beta”.
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Seja oM = [a{w,aéw,...,oz%} os pesos do portfélio de
mercado. Como este portfolio é um elemento da fronteira efi-
ciente, ele é solugdo da otimizacao (P2') com u = E(Tur).
Além disso, apds otimizada, a funcao objetivo nos fornece
Risco(Far) = Risco (E(7a)) = —PM(aM) = —RT (o™, 2%),
onde z* = [z],%5,...,25] € solugdo de (P1’) e pode ser in-
terpretado como choque macroeconomico desfavoravel o sufi-
ciente - 1% de probabilidade - para gerarem a perda de valor
Risco (E(7pr)) no portfélio de mercado.

Defina o risco marginal do ativo j no portfélio de mercado
como a contribuicao deste ativo para a perda Risco (E(Tar)).
Matematicamente temos a notacgao

N

7 — 2k
Risco M arg(7j,7ag) = S; — (147 +S; — R;)® (ﬂ)

Finalmente, defina ﬁﬁ}ed“o = Risc%ﬁ;?igj)"h” ), Assim,
temos o resultado
Teorema 3:
A otimizagao (P2') implica E(7;) —r = J(-”X/}edito [E(Tar) — 7],

versao do modelo CAPM para ativos de crédito.

Supondo que tenhamos uma série histérica de retornos, um
possivel teste econométrico do modelo consiste em computar
Risco(7yr) como o quantil 1% dos retornos do portfélio de mer-
cado e Risco_M arg (T;,7r) a contribuigdo do ativo j para este
risco. Desta forma, o “beta” ﬁﬁ@ed“o de cada ativo pode ser
calculado. Depois, estimar E(7;) como a média da série tempo-
ral dos retornos do ativo j. Por fim, proceder com a regressao
de E(7j) — r sobre os “betas”. Isto é,

E(#) —r=a+bB5r% +&;,  j=1,2,...,N (15)
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Como implicagao do Teorema 3 temos a = 0. Além disso, é
6bvio que o portfélio de mercado tem que satisfazer E(7p;)—r >
0, pois ele é um portfélio 6timo e o ativo sem risco esta entre
as possiveis escolhas. Conseqiientemente temos para testar a
hipotese nula HO:a=0e b > 0.

Por falta de banco de dados de qualidade, neste tra-
balho nao procedemos com o efetivo teste econométrico des-
crito acima. Além disso, o teste econométrico proposto acima é
por demais simplificado e passivel dos mesmos problemas con-

ceituais e dificuldades econométricas associados aos testes de
CAPM.

Por exemplo , introduzimos erro amostral ao utilizar a série
temporal de 7, para computar o quantil 1% de Risco(7py).
Portanto, as estimativas de ﬁf&Edito conterao erro amostral e,

consequentemente, os estimadores a e b da regressao (15) serao
viesados, ineficientes e podem até ser inconsistentes.

No contexto de Markowitz este problema foi superado
substituindo a regressao ordinaria de minimos quadrados por
regressoes de dois estdgios - ver Shanken (1992) - ou por re-
gresssoes GMM - ver Mackinlay e Richardson (1991). A in-

Markowitz
BiM induz uma

certeza “adicional” do erro amostral em
correcao na distribuicao assintética destes estimadores. Estes
autores obtém os ajustes necessérios (em relacao a distribuicao

assintotica OLS) na variancia da distribui¢ao limite.

Estas estratégias certamente funcionariam neste nosso con-
texto de portfélios de risco de crédito. Porém, por causa das
diferencas nas formas funcionais de ﬁ%/}”kow”z e ﬁj%ed”o, é
provavel que os ajustes na variancia assintética sejam diferentes
dos obtidos por estes autores. Os detalhamentos desta andlise
assintotica sao postergados para uma eventual extensao do tra-
balho desenvolvido neste primeiro capitulo desta tese.

Outros problemas econométricos potenciais sao: nao esta-
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cionariedade das séries de “betas” e prémios de risco, falta de
uma boa proxy para o portfélio de mercado, heterocedastici-
dade, etc. No contexto de CAPM tradicional estas dificuldades
foram enfrentadas em Blume e Friend (1973), Fama e MacBeth
(1972 , 1973) e Black, Jensen and Scholes (1972), além de ou-
tros. Boa parte da literatura desenvolvida para aperfeicoar os
testes empiricos de CAPM tradicional pode ser adaptada para
o contexto deste trabalho de portfélios de risco de crédito.

Neste trabalho abordamos apenas de forma superficial o
potencialmente longo e detalhado tema dos testes empiricos.
Uma analise econométrica profunda é tarefa extensa o suficiente
para futuras extensoes do trabalho desenvolvido neste capitulo.

7. Conclusao.

Neste trabalho abordamos o risco de uma carteira de
crédito pulverizado. Na literatura, existem outros trabalhos
que abordam o risco de crédito de forma agregada, por exemplo
CreditMetrics do JP Morgan e CreditRisk+ do CSFB. Porém,
estes modelos tém limitagoes quando aplicados a alguns pro-
dutos bancarios, especialmente em mercados emergentes onde
a taxa de inadimpléncia é alta. O modelo desenvolvido neste
artigo supera estas limitagoes.

Utilizando o conceito de risco de Perda Madxima, alterna-
tivo ao conceito mais tradicional de Valor a Risco, elaboramos
um programa de otimizacao de portfélios que é analiticamente
tratavel. Demonstramos que os portfélios 6timos obtidos na
nossa otimizacao tém propriedades qualitativas semelhantes aos
portfélios 6timos de Markowitz. Obtemos também um modelo
de CAPM para portfélios de créditos. Este resultado abre ca-
minho para futuras extensoes e aplicacoes econométricas deste
trabalho.

Submetido em Agosto de 2003. Revisado em Novembro de 2003.
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9. Apéndices.
Apéndice I. Demonstracoes.

Teorema 1:

Defina Y,, = X1x1<7] X[Xfﬂ X[xn,3m17

1 if X; <7 o -
onde X[x,<z] = 0 if X;>7 onde as variaveis aleatorias
7

X; estao definidas no texto. Entao Y, Lo (E_l‘/_’SpZ)

Demonstragao: Condicionando em Z = z, Y,|Z = 2z é a
soma de variaveis aleatérias independentes de Bernoulli com

parametro p, = P(X;<%) = & (i;g). Pela Lei dos

grandes numeros (Shiryaev [1996] - pagina 325)

Y,|Z =22 p, (AL.1)

Fixado z, por (AI.l) a fungdo caracteristica condicionada
E (e"“Y" |Z = z) converge para:

E(ei“Y”|Z=z) — P Yy e R (AI.2)

Fixe w € 'R arbitrario. Note que como funcoes de
z, {E (ei“Y”\Z = z)}n>1 sao limitadas pela funcao constante
f(z) = 1,Vz € R e por (AL.2) converge pontualmente (para
cada z) para e"“P=. Portanto, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada, a seqiiencia de suas expectativas {E(ei“Y")}n>1

converge para a expectativa da v.a. ¢"*PZ que é exatamente a

funcao caracteristica da v.a. ® (f;%ﬁ no ponto u. Assim, as

funcoes a caracteristicas das v.a. Y,, convergem para funcgoes

;o T—/pz . N
a caracteristicas de ® ( Vi ), o que quer dizer convergéncia

em distribuicao. [l
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Teorema 2:

P T—\/pZ N
Y, - Y =0 (—‘/ﬁ> com uma taxa de convergéncia expo-
Vi=p
nencial.
Demonstragao: Condicionando em Z = z, Y,|Z = 2z é a

soma de variaveis aleatérias independentes de Bernoulli com

~ o - T—./pz 1.
parametro p, = P(X; <Z) = ® (ﬁ) Utilizando um re-

sultado conhecido na Lei dos Grandes Numeros relacionado a
velocidade de convergéncia de v.a. independentes de Bernoulli

(Shiryaev [1996] - pagina 70), para qualquer € > 0

P([Y,—Y|>elZ =2) < 2e 2 (AL.3)

Note que o limite superior em (AL.3) nao depende do valor
especifico condicionado de z. Integrando em Z e usando (Al.3)
tem-se:

2

P(|Y, Y| 25):/ P(|Y,~Y|>¢|Z = 2)P,(dz) < 2e2"¢
R

(AI.4)
onde Py denota a distribuicao de probabilidade da v.a. Z. [l
lema.
A funcao PM(«) é concava.
Demonstracao:

Fixados os parametros aj,as e (A.aj+ (1 —N).az), sejam
21,29 € z) as respectivas solugoes do programa (P1’). As-
sim, PM(a1) = RT (a1,21) < RT(ou,zr), PM(az) =
RT(cg,22) < RT(ag,2zy) e PMAay + (1 — Nag) =
RT (Aa1 + (1 — A) az, 2)).

Porém, RT(a,z) é uma fungdo linear em «. Con-
sequentemente,
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PM (Aay 4+ (1 =N ag) = A.RT (a1, 2x) + (1= N).RT (aa, z)) >
APM(ay) + (1 — \).PM(as). O

Proposicao 1 (i)

A funcao Risk(u) é convexa.

Demonstragdo: Fixados os parametros pi, s e (A.ug + (1 —
A).u2), sejam aq, aie e ) as respectivas solugoes do programa
(P2). Assim, Risk(p1) = —PM(ay), Risk(pe) = —PM(asg e
Risk(Au1 4+ (1 — XNp2) = —PM (ay).

Observe que (A.a1 + (1 — \).aq) satisfaz as restrigoes do
programa (P2) com parametro (A.pug; + (1 — A).p2).  Con-
sequentemente,

Risk (A1 4+ (1= A) p2) < —PM (Ao + (1 = N) az)

Pelo lema 3, PM(.) é concava e, portanto,

PM ()\051 + (1 — )\) 062) Z )\PM(OQ) + (1 — )\) PM(OCQ)
Logo,
Risk(Ap1 + (1 — Mp2) < =APM(ay) — (1 = X\).PM(az) =
A.Risk(p1) + (1 = N).PM(uz). U

Proposicao 1 (ii)

Existe um portfolio de risco minimo e um nivel de retorno
esperado associado tal que

ORisco(p)

>0 pu>Tm.
op
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Demonstracdao: Seja a*(p) a solugao do programa (P2). Assim,
Risco(pn) = —PM (a*(u)) e, portanto,

8stco Z PM% ) .

Porém, pelas C.P.O. de (P2), PM,, = A\, (r+ 5, —(1+r+
S; — R;).®(@")) + A1. Denote por v; =7 +8; — (1+7r+S; —
R;).®(T") o retorno esperado da atividade bancaria i. Assim,

ORisco(p _ Z 604 6(1 daj (p)

—a g = (AL6)

onde a ultima igualdade é obtida derivando as restricoes de
(P2) em relagao a p.

Conforme desenvolvido no texto, (A,, A1) é a solugao do
sistema de equagoes (10) e (13).

(N M) 2T B (A M) = xa
Zi ;. V; Z’L (Z] gj()\“,)q)) Vi M

Derivando em relacao a p. obtemos

{ (R 27 A0 ML+ [GRE) T b, AL = 0
> % Vi ]83)\; [Zz Irr z]a)\“ =
(AI.7)

Analisemos a primeira equagao deste sistema. As derivadas
parciais em relacao a A, e A1 da equacdo (8) nos fornecem
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oh; 1
o\ ; T—/pihi(\u,A1)
L (L4748 - Ri) [e250 (Tpletn))
e
Oh; oh oh oh
=Vi=—— — = V —_—
O, 0N 0N, O

V é a matriz diagonal de componentes v;.

Conseqiientemente, a equagao (9) pode ser reescrita como

-1 . : .
gi = (g;“ ) > " h, onde ¢; é o vetor n dimensional com 1

no i-ésimo componente e zero nos outros. Assim,

() -2 | £ - 5o

multiplicando g; por v; e somando temos

Son-|(vge) 2
S () S - ()

assim, a primeira equacao em (A7) se transforma em
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8)\1 _ Au
0 N 0
() s hw,m} g
> vigi 0)\ Z[v gi ] o, (AL8)
D —~ [ ">, 9] on
__Z[U' Y
=2 [ po—"t au
substituindo na segunda equacao de (AI.7) obtemos
B dai | O\, daj | O\
[ 3 o5
(AI.9)

] e[

Porém, um pouco de dlgebra nos da

0g; 9gi i 3
: > {afu - (Zz af\zu) : (i gi)} vt
Wy = .
Z ' > i i
S, 091 4 — (ZZ 8)‘\7“) > ar;

24Dy,
Zi i

0 7 0 3 0, 13

B > afuvi - (Zz ﬁ) e > af\]“ (vi — )

> 9 > i
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8g;
. cons (vi—p)
e, de forma semelhante, obtemos Y, g—f‘\;.vi = ZZ@#

Com isso, a expressao dentro dos colchetes em (AI9) pode

ser reescrita como

99 Do _ (Db N'§~(Oh  oh
ax,  Mox, T o ax,  Mox
Ohi \' ~= (. Oh oh
() (Va4

Ohi oh

logo,

99 9g;
S (3 - 1) wi—p)
Zigi
oh, .\ -1 oh
> ((Uz‘ — 1) 3—,\1-61') >, (V—pld) 3V
B > i 9i
VD) (VD)
> i

A matriz de variancia-covariancia »_ é positiva definida.
. —1 g oh
Logo a inversa ). = também ¢é e, portanto, Fx-(V —
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pI) SNV = pD)ZE > 0. Além disso, o multiplicador Ay
é positivo o que implica ), g; < 0 pela equacao (11). Con-

seqiientemente, [ %.vi] — >, g;;f.vi] < 0 e, pela equagao

(AL9), temos % > 0. Observando (AI.6) concluimos que

—8R’gw(“) ¢ uma funcao estritamente crescente. Definido 7 o

retorno esperado cuja solugdo do sistema de equacoes (10) e
(13) nos da A, = 0, temos o resultado desejado. [

Proposicao 1 (iii)

O gréfico Risco(u) tem assintotas quando p — +o0.

Demonstracio: O argumento de ®~1(.) na equagao (8) é uma
probabilidade logo tem que ser menor que 1 e maior que zero.
Consequentemente para todo produto bancario 4,

< (T—I—SZ—)\H(T—I—SZ—(1—|—?"—|—S@—Rz)q)(fz))—)\l) <1
o 14+r+S;, — R; o

ouRi—lg)\“.vi—k)\lgr—kSi Vl,
onde Vi =T+ Sz - (1 +7r+ Sz - Rz) (I)(fz)
As inequagoes acima definem, no plano cartesiano A; X

Ay, uma regiao convexa de pontos factiveis. Esta regiao estd
limitada pelas retas

{)\H.Ui—F)\l:T—FSi vz,j

)‘H'Uj —|— )\1 = Rj — 1
Sem perda de generalidade, suponha que v; < v; para: < j.

Defina

. 1—|—?“—|—Sj—Ri 1—|—T—|—Sj*—RZ’*
min =
(2%] Vj — Y Vjx — Vg
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A regido de pontos factiveis implica —NJ** < A, < AP

Da demonstracao do Proposicao 1 temos ({)R%Zo(“) = -
e E’R%Zo(“) ¢ uma funcao estritamente crescente. Portanto,

ORi : 2 imi i inferi
’g;o(“) é mondétona e limitada superiormente e inferiormente.

Logo esta fungao tem limites quando @ — 400, o que demons-
tra o resultado. [

Proposicao 2

O gréfico Risco”(u) é uma reta tangente a Risco(u) e o
portfolio 6timo é uma combinacao linear do portfélio tangente
e o ativo sem risco.

Demonstragdo: Seja o”(u) a solugdo do programa (P2%). As-

sim, Risco"(n) = —PM (a”(p)) e, portanto, —8Rigz’(“) =
T 80[:
— >, PM, 2o,

Pelas C.P.O. de (P2’), PM) = N, (S; — (1 +7r+ S; —
R;).®(7")), onde A}, ¢ o multiplicador de Lagrange da restrigao
em (P2’). Assim,

ORisco” () . _iyy 907 (1)
— :AM;(SZ-—(HH&- — R;).®(z")) o
=\

(AI.10)
onde a tltima igualdade é obtida derivando a restrigao de (P2’)
em relacao a p.

Pelo Teorema do Envelope, a otimizacao (P1’) nos fornece

PM" = (Si—(1+r+S —R .q><—v)>
' ( ( ) V9I—pi
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conseqiientemente obtemos

- \/E_ Pi
((Si — AL (Si = (1+7+8; — Ry) .@(z@'))))

A it

1+7+9 —R; = hi (X))

Substituindo na equagado de restricdo de (P1’) obtemos
h;’()\Z)’Zfl hi(A,) = x1%. Portanto, A}, é uma constante
que independe de p. Observando (AI.10), concluimos que o
grafico de Risco(p) é uma reta. Além disso, é 6bvio que a
solucao de (P2) satisfaz & restrigdo da minimizacao (P2’) e,
conseqilentemente, Risco” (i) < risco(i).

As C.P.O. de (P1’) s@o

[ pi T
-1
= —Ap1.¢} > _hy

onde Ap; > 0 é o multiplicador de Kent-Tucker da restricao em
(P1), ¢(.) é a fungao de densidade da distribui¢ao normal e e;
¢ o vetor n dimensional com 1 no -ésimo componente e zero

| |
|
bﬁ
= >
=03
v

nos outros.
O vetor hi = h{(\},) é constante e independe de ,
assim como Aj.  Portanto a; = c¢;.Api(u) onde ¢; =
1 / —1 g
. o e, > hl independe de p.
(1+T—|—SZ—R»L) 17191’ . \/1_pi i
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Substituindo na restricdo de (P2) obtemos  Api(p) =
—2L — onde v; =7+ S —(1+7r+ S5 — R).®T) é o

Zl_ ci(vi—r)
retorno esperado do ativo 1.

Logo, a; = W(ﬂ—r) e ;i = %(u—r),
funcoes afim de p. Existe entao um tnico p* tal que a solugao
a* de (P2)) satisfaz Y, af = 1. E 6bvio que o* é também
solugao de (P2) e Risco”(u*) = Risco(u*). Além disso, se u #
pw* entdao y . # 1, a ndo é factivel para (P2) e Risco™(u) <

Risco(p). Portanto, Risco” (i) é a reta tangente a Risco(u) em

wr.

e
Por fim, como o; = > L

P — (u—7) é uma fungao afim de

L., qualquer portfélio 6timo pode ser escrito como a combinagao
linear de a* e do ativo sem risco. [J

Teorema 3:

Credito _ Risco_M arg(7; ") i3 e LA
Defina ;) = Tiscolrar) . A otimizacao (P2’) im-

plica E(7j)—r = ﬁfﬁed“o[E(fM) —r], versao do modelo CAPM
para ativos de crédito.

Demonstracdio: Seja o™ o portfélio de mercado. Este portfélio
estd na fronteira 6tima de (P2’) pois é uma combinacao linear
de portfdlios étimos das varias instituigoes financeiras. Sabe-se
que

7 — -7
fj:T—FSj—(l—FT—FSj—Rj)q)(i)

e Ty =Zjoz§\/[fj (1=

logo,
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E(fj)—TZSj—(1+T+Sj—Rj)q)(fj)
e E(fy) —r =3 a" [S; —(14+7+S; — Rj) ®(F)].

Por outro lado, as condicoes de primeira ordem do pro-
grama (P2’) e o Teorema do Envelope aplicado a (P1’) fornecem

PM, =X, (Si—(1+7r+S; — R;).9(T"))

AL = (555 1) 8 (FHEE))

onde A}, ¢ o multiplicador de Lagrange da restrigao em (P2') e
Z* =1Zf,Z5,...] o 6timo em (P1’) . Portanto,

Risco M arg(7;,7p) =S; — (14+r+5; — R;)®

T~ Jp; Lk
Risco(Tar) Za (14+7r+S; —R, )@(ﬂ)]

=X, o[, — (1+7+5; — R))®(@)]

Assim, por simples algebra,
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Risco_M arg (7, 7ar)

ﬁCTedito —
iM Risco(T,)

NS (0 +r+8, - R ®@)]
TN, 0[S - (Lt S - Ry ®(@)]
_ B -r

E(Tp) —r

como queria-se demonstrar. []

Apéndice II. Calculo dos Momentos da Variavel
Aleatoéria Y.

Suponha que Y é dada pela equacao (3) onde Z é uma
v.a. com distribuicdo normal padrao. Ja demonstramos na
proposicao 1 que Y é o limite em distribuicao da seqiiéncia
{Y,},n = 1,2,3,... onde cada elemento é dado pela equacao
(2). Observe que sob a hipdtese de independéncia entre as
v.as. {Z,e1,€2,€3,€4,...}, as v.as. {X;}i=1,23, . das equacoes
(1) tém distribuigao normal padrao. Além disso, qualquer par
destas v.as. apresentam correlagao igual a p. Com isso, é facil
verificar que

Elxiixiz---Xin)] =P (X1 <7,X;0 <7,..., X, <7)
=, (Z,7,...,T,p)

(AIL.1)
onde @,(.,.,...,.,p) representa a funcao de distribuigao
Gaussiana conjunta acumulada de dimensao n com média
[0,0,... ,O]t e matriz de Variancia — Covariancia

1 p e [0
p 1 p
Soop P
[0 e p 1
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Observe que é possivel calcular a probabilidade no centro
da equagao (AIL.1) de uma maneira alternativa. Condicionando
em Z, {X;|Z}i=1,23 sao v.as independentes e identicamente
distribuidas. Conseqilientemente

/oo N (AIL.2)

Porém {X;|Z}i=1,23,.. tém distribuicdo normal com média
Vv pZ e variancia 1 — p, entao

P(X,<T|Z)=® (%) (AIL.3)

Finalmente, substituindo a equacdo (AIL3) na equacao
(AIL.2), podemos notar que o lado esquerdo da equagao (AII.2)
representa o momento de ordem n da v.a. Y. Utilizando o re-
sultado da equagao (AIIL.1) obtemos

BE[y" = /Oo P (X, <7|2)" F. (dz)

— 00

Apéndice III. Calculo do VAR Usando a Taxa de
Inadimpléncia Limite Y.

O Valor a risco (V.A.R.) de W com nivel de confianga de
a% satisfaz a equagao P(W < VaR(«a)) = «

Pela equagao (4) e observando que R — S —r —1 < 0,
obtemos

P<YZVaR(a)—S—r) .

R-S—-r—-1
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Utilizando a defini¢ao de Y da equagao (3), obtemos

T /T—pjo! (Llelsr)

ﬁ

Denotando por F,(.) a distribui¢ao de probabilidade acumulada
da v.a. Z, podemos inverter a equacao anterior para obter

— _ aR(a)—S—r
T—/(1-p)® 1(%) _ g
7 —

Finalmente, um pouco de algebra nos da

T — Fz_l(a)\/ﬁ
vI—=p

Considere agora o caso onde aproximamos Y por uma dis-

VaR(a):(R—S—r—l)CI)( )+S+T

tribuicao normal com primeiro e segundo momento iguais ao
primeiro e segundo momento da v.a. da equacao (3). Isto é,
com média e variancia E[Y] = ®(T) e 0 = E[(Y — E(Y))?] =
Py (7,7, p) — (P(T))?, onde (., ., p) é a funcao de distribuicao
acumulada da normal bivariada. Assim,

_ VaR(a)—S—r —
P(Y—m@<-f%%ﬁ——W@>:1_a
oy oy

conseqiientemente
NormalVaR(a) = (R—S—r—1)(oy® ' (1—a)+®(Z))+S+r
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